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 ההפרעות תורת: וזימן שטארק אפקט .31

 אטום או ההרמוני האוסצילאטור כדוגמת, שרדינגר משוואת של מדוייק פתרון אין הפיזיקאליות המערכות לרוב
 המאפשרת ”perturbation theory“ או" ההפרעות תורת" המכונה כללית שיטה נלמד אנו, זה בפרק. המימן

 זו תיאוריה. מדוייק פתרון בנמצא אין בהן במערכות גם הגל ציותופונק האנרגיה לרמות מקורבת הערכה לקבל

 אנו, בניסיון. פיזיקאלית מערכת על ת/הניסיונאי של המניפולאציה של השפעות לניתוח במיוחד מאד שימושית

 השפעת את ומודדים מגנטי או חשמלי שדה כדוגמת, חיצוני שדה באמצעות אטום או למולקולה" מפריעים"

 .במערכת אחרים תצפית ערכי או האנרגיה רמות על הזה השדה

 את במדוייק לפתור יודעים שאנו גם נניח. 𝐻̂0 ההמילטוניאן ידי-על המאופיינת קוואנטית מערכת שלפנינו נניח

𝐸𝑛 האנרגיה שרמות נניח, כלומר, זה המילטוניאן של רדינגר משוואת
(0)

𝜓𝑛 העצמיות והפונקציות 
(0)

 𝐻̂0 של 

 :ידועים

𝐻̂0𝜓𝑛
(0) = 𝐸𝑛

(0)𝜓𝑛
(0)

 

 נוסף אנרגיה באיבר מתבטא λ השדה. המולקולה או האטום את המפריע λ שדה מפעיל ת/הניסיונאי, כעת

 :ההפרעה את המכיל ההמילטוניאן את ויוצר  𝐻̂0 -ל שמתווסף

𝐻̂(𝜆) = 𝐻̂0 + 𝜆𝐶̂ 

 . בהפרעה הכרוכה האנרגיה היא 𝜆𝐶̂ כך. האטום של 𝐶̂ רטורלאופ מצטמד λ שהשדה אומרים אנו

 על הכוח. 𝑒 מטען בעל אלקטרון על 𝑬 אחיד חשמלי שדה של הפרעה :חשמלי בשדה אלקטרון 3 דוגמה

𝐹𝑧: מהשדה הנובע האלקטרון = −𝑒𝐸𝑧 . האנרגיה הפוטנציאלית המתארת כוח זה היא𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑒𝐸𝑧𝑧  
Λ זה במקרה = 𝑒𝐸 ו- 𝐶̂ = 𝑧̂. 

 מייצר ולכן הגרעין סביב נע האלקטרון. 𝐁 אחיד מגנטי שדה של הפרעה :מגנטי בשדה אלקטרון 2 דוגמה

 תוך הטבעת את מקיף הוא. 𝑟 שרדיוסו מעגלי במסלול 𝑣 במהירות נע שהאלקטרון נדמיין. 𝐼 חשמלי זרם לולאת

𝑇 זמן =
2𝜋𝑟

𝑣
𝐼:הוא, זמן ליחידת המטען ותכמ כלומר, בטבעת הזרם לכן.  =

𝑒

𝑇
=

𝑒𝑣

2𝜋𝑟
 מומנט מייצר זה זרם.  

𝐌  מגנטי = 𝐼𝐀 באשר A = 𝜋𝑟2 מכאן. הלולאה את המכיל למשטח ניצב – המומנט כיוון .הטבעת שטח𝑀 =
𝑒𝑣𝑟

2
𝛕 צימוד מרגישה הלולאה, מגנטי שדה תחת.  = 𝐌 × 𝐁 .ש כך הלולאה את לסובב מנסה שהשדה רואים- 

𝑴 ל מקביל-𝑩 - לכן האנרגיה מינימום זהו 𝑊 = −𝑴 ⋅ 𝑩 .𝑴 לכן, לטבעת מאונך שכיוונו ווקטור הוא: 

𝑴 =
𝑒

2𝜇
𝑳  (כי 𝐿 = 𝒓 × 𝒑 = 𝒓 × 𝜇𝒗 .)כך אם היא זרם טבעת של המגנטית האנרגיה: 𝑊 = −

𝑒

2𝜇
𝑳 ⋅ 𝑩 .ואם 

𝜆 אז 𝑧 בכיוון הוא המגנטי השדה = −
2

2𝜇
𝐵𝑧 ו- 𝐶̂ = 𝐿̂𝑧. 

. מאד קטן באמת זה ששדה נניח אנו. הכרצונ קטן שיהא כך 𝜆 ההפרעה שדה את לכוון יכולה הניסיונאית

 וניתן 𝜆 של פונקציה היא𝑛  -ה האנרגיה רמת. מאד קטן הוא האנרגיה ברמות שהשינוי צופים אנו זה במקרה

 :טיילור בטור אותה לפתח

𝐸𝑛(𝜆) = 𝐸𝑛
(0) + 𝜆𝐸𝑛

(1) + 𝜆2
1

2
𝐸𝑛
(2) +⋯

⏟        
𝑂(𝜆2)

        (𝐴) 

 קיים בברור: 𝜆מכיוון שזהו פיתוח טיילור בפרמטר 

𝐸𝑛
(0) = 𝐸𝑛(0);    𝐸𝑛

(1) = 𝐸𝑛
′ (0);    𝐸𝑛

(2) = 𝐸𝑛
′′(0);   … 

𝜆 כאשר האנרגיה שרמת ברור. "𝜆𝑛 -ב התלויים איברים" :פירושו 𝑂(𝜆𝑛) הסימול = 𝐸𝑛 היא 0
(0)

 . 

 :תירשם הגל פונקציית, בדומה

𝜓𝑛(𝜆) = 𝜓𝑛
(0) + 𝜆𝜓𝑛

(1) + 𝑂(𝜆2)        (𝐵) 
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𝜓𝑛 האיבר
(1) =

𝑑𝜓𝑛(𝜆)

𝑑𝜆
, 𝜓𝑛  המופרעות גלה ונקציותהפ. ראשון מסדר הגל בפונקציית ההפרעה גורם ייקרא  

𝜓𝑛 הבלתי מופרעות כמו
(0)

 :אורתונורמליות הן ,

⟨𝜓𝑛(𝜆)|𝜓𝑛(𝜆)⟩ = 1 

 :מכאן נובע

1 = ⟨𝜓𝑛(𝜆)|𝜓𝑛(𝜆)⟩ = ⟨𝜓𝑛
(0) + 𝜆𝜓𝑛

(1) + 𝑂(𝜆2)|𝜓𝑛
(0) + 𝜆𝜓𝑛

(1) + 𝑂(𝜆2)⟩

= ⟨𝜓𝑛
(0)|𝜓𝑛

(0)⟩ + ⟨𝜓𝑛
(0)|𝜆𝜓𝑛

(1)⟩ + ⟨𝜆𝜓𝑛
(1)|𝜓𝑛

(0)⟩ + 𝑂(𝜆2)

= 1 + 𝜆 (⟨𝜓𝑛
(0)|𝜓𝑛

(1)⟩ + ⟨𝜓𝑛
(1)|𝜓𝑛

(0)⟩) + 𝑂(𝜆2) 

 :נקבל, ומעלה שני מסדר האיברים בהזנחת

⟨𝜓𝑛
(0)|𝜓𝑛

(1)⟩ + ⟨𝜓𝑛
(1)|𝜓𝑛

(0)⟩ = 0 

פורסות את כל מרחב הפונקציות  𝐻0לפי הנחת היסוד של מכניקה קוונטית הפונקציות העצמיות של 

𝜓𝑛רלוונטיות. לכן הפונקציה המופרעת ה
(1)

כלומר של  𝐻0היא קומבינצציה לינארית של הפונקציות העצמיות של  

 :הפונקציות הבלתי מופרעות

𝜓𝑛
(1) =∑𝑎𝑛,𝑚𝜓𝑚

(0)

𝑚

       (𝐶) 

 ברור שקיים:

𝑎𝑛,𝑚 = ⟨𝜓𝑚
(0)|𝜓𝑛

(1)⟩ 

 

 :שרדינגר שוואתבמ (𝐵) -ו (𝐴) ביטויים נציב

𝐻̂(𝜆)𝜓𝑛(𝜆) = 𝐸𝑛(𝜆)𝜓𝑛(𝜆) 

 :נקבל

(𝐻̂0 + 𝜆𝐶̂) (𝜓𝑛
(0) + 𝜆𝜓𝑛

(1) + 𝑂(𝜆2)) = (𝐸𝑛
(0) + 𝜆𝐸𝑛

(1) + 𝑂(𝜆2)) (𝜓𝑛
(0) + 𝜆𝜓𝑛

(1) + 𝑂(𝜆2)) 

 :𝜆 ונשמור בורה מפורשת רק אברי עד סדר ראשון ב נפתח סוגריים

𝐻̂0𝜓𝑛
(0) + 𝜆(𝐶̂𝜓𝑛

(0) + 𝐻̂0𝜓𝑛
(1)) = 𝐸𝑛

(0)𝜓𝑛
(0) + 𝜆(𝐸𝑛

(1)𝜓𝑛
(0) + 𝐸𝑛

(0)𝜓𝑛
(1)) + 𝑂(𝜆2) 

 . סדר אפס:𝜆 הקשרים נכונים לכל ערך של כי –ניתן להשוות סדרים שונים 

𝐻̂0𝜓𝑛
(0) = 𝐸𝑛

(0)𝜓𝑛
(0)

 

 :𝜆ב  סדר ראשון

𝐶̂𝜓𝑛
(0) + 𝐻̂0𝜓𝑛

(1) = 𝐸𝑛
(1)𝜓𝑛

(0) + 𝐸𝑛
(0)𝜓𝑛

(1) 

𝐸𝑛 ממשוואה זו ננסה לקבוע את
(1)

𝑎𝑛,𝑚 ואת    = ⟨𝜓𝑚
(0)|𝜓𝑛

 המשוואה בכתיב דיראק: תנרשום א. לשם כך, ⟨(1)

𝐶̂|𝜓𝑛
(0)⟩ + 𝐻̂0|𝜓𝑛

(1)⟩ = 𝐸𝑛
(1)|𝜓𝑛

(0)⟩ + 𝐸𝑛
(0)|𝜓𝑛

(1)⟩ 

𝜓𝑚⟩-ב משמאל נכפול
𝜓𝑚כפל ב זה שקול ל(  |(0)

0  :נקבל. אינטגרציה( ועביצ *
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⟨𝜓𝑚
(0)|𝐶̂|𝜓𝑛

(0)⟩ + ⟨𝜓𝑚
(0)|𝐻̂0|𝜓𝑛

(1)⟩ = 𝐸𝑛
(1)⟨𝜓𝑚

(0)|𝜓𝑛
(0)⟩ + 𝐸𝑛

(0)⟨𝜓𝑚
(0)|𝜓𝑛

(1)⟩ 

𝐻̂0 לכן , הרמיטי: 

⟨𝜓𝑚
(0)|𝐻̂0|𝜓𝑛

(1)⟩ = ⟨𝜓𝑛
(1)|𝐻̂0|𝜓𝑚

(0)⟩
∗

= (𝐸𝑚
(0)⟨𝜓𝑛

(1)|𝜓𝑚
(0)⟩)

∗

= ⟨𝜓𝑚
(0)|𝜓𝑛

(1)⟩𝐸𝑚
(0)

 

 :נקבל מכאן

⟨𝜓𝑚
(0)|𝐶̂|𝜓𝑛

(0)⟩ = 𝐸𝑛
(1) ⟨𝜓𝑚

(0)|𝜓𝑛
(0)⟩ + (𝐸𝑛

(0) − 𝐸𝑚
(0))⟨𝜓𝑚

(0)|𝜓𝑛
(1)⟩         (𝐷) 

𝑛 קודם נניח = 𝑚 .:נקבל 

𝐸𝑛
(1) = ⟨𝜓𝑚

(0)|𝐶̂|𝜓𝑛
(0)⟩ 

 :התיקון מסדר ראשון לאנרגיה הוארואים, ש

𝜆𝐸𝑛
(1) = 𝜆⟨𝜓𝑛

(0)|𝐶̂|𝜓𝑛
(0)⟩ 

 !להפרעה המצטמד האורפטור של תצפית ערךהינו לאנרגיה  ראשון מסדר קוןהתי כי מראה זו משוואה

𝑛ונבחן את המקרה   (𝐷)נחזור למשוואה כעת  ≠ 𝑚. במקרה זהמכיוון ש ⟨𝜓𝑚
(0)|𝜓𝑛

(0)⟩ =  :נקבל 0

⟨𝜓𝑚
(0)|𝐶̂|𝜓𝑛

(0)⟩ = (𝐸𝑛
(0) − 𝐸𝑚

(0))⟨𝜓𝑚
(0)|𝜓𝑛

(1)⟩ 

𝜓𝑛בהנחה שהמצב 
 :נקבל איננו מנוון   (0)

⟨𝜓𝑚
(0)|𝜓𝑛

(1)⟩ =
⟨𝜓𝑚

(0)|𝐶̂|𝜓𝑛
(0)⟩

𝐸𝑛
(0) − 𝐸𝑚

(0)
, 

𝜓𝑛מקדמי הפיתוח של  מכאןו
(1)

 :(𝐶)משוואה ב) 

𝑎𝑛,𝑚 =
⟨𝜓𝑚

(0)|𝐶̂|𝜓𝑛
(0)⟩

𝐸𝑛
(0) − 𝐸𝑚

(0)
 

הינו יחס זה . מקדם 𝑛וך המצב ה תל 𝑚את המצב ה ההפרעה מערבבת ים לנו עד כמה מתאר 𝑎𝑛,𝑚המקדמים 

𝜓𝑚⟩בין שני גדלים. במונה מופיע "אינטגרל המעבר" 
(0)|𝐶̂|𝜓𝑛

כך וככלל, ככל שאינטגרל המעבר גדול יותר  ⟨(0)

בין האנרגיות של שני המצבים. בפרט,  במכנה מופיע ההפרש. 𝑛 -ב 𝑚  בין של הערבוב כלומר 𝑎𝑛,𝑚גדול יותר 

ניוון אז התיאוריה איננה נכונה וצריך להשתמש בתיאוריה ככל שהם קרובים באנרגיה כך גדל העירבוב. אם יש 

 מעט יותר מורכבת, תורת הפרעות מסדר שני.

 :𝑛-ב  𝑚הערבוב של מקדמי ובין  𝑚 -ב 𝑛הערבוב של מקדמי בין  מעניין לראות שקיים קשר פשוט

𝑎𝑛.𝑚 = −𝑎𝑚,𝑛
∗  

 𝑚 -ו 𝑛שווה לעוצמת הערבוב של  𝑛 -ב 𝑚העירבוב של  עוצמתשקשר זה מקרה שיש סימטריה בערבוב: 

|𝑎𝑛,𝑚|)עוצמה היא 
2

). 

 סיכום תורת ההפרעות מסדר ראשון

נקציה העצמית יאן ואיך הפוbבתורת ההפרעות אנו מעוניינים לקבוע איך משתנה הערך העצמי של ההמילטו

עוצמת  𝜆 -ו 𝜆𝐶̂כך שההפרעה היא  𝐶̂כאשר מופעלת על המערכת הפרעה קטנה המצטדמת דרך אופרטור 

אנו מניחים שיודעים את הפונ' והארכים 𝜆ההפרעה. גילינו שערך התצפית החדש הינו )עד סדר ראשון ב 
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. באמצעותם אנו רושמים את (0) העצמיים של ההמילטוניאן הבלתי מופרע ומסמנים אותם בסימון העילי

 האנרגיה המופרעת כך

𝐸𝑛 = 𝐸𝑛
(0) + 𝜆⟨𝜓𝑛

(0)|𝐶̂|𝜓𝑛
(0)⟩ + 𝑂(𝜆2) 

 ואת פונקציית הגל המופרעת כך:

𝜓𝑛(𝑥) = 𝜓𝑛
(0)(𝑥) + 𝜆 ∑ 𝜓𝑚

(0)(𝑥)
⟨𝜓𝑚

(0)|𝐶̂|𝜓𝑛
(0)⟩

𝐸𝑛
(0) − 𝐸𝑚

(0)

𝑚≠𝑛

+ 𝑂(𝜆2). 

  פולריזביליות

שדה  יול עליפע. כאשר נ𝑒חלקיק טעון במטען של כיישום של תורת ההפרעות הבה נחשב את הפולריזביליות 

𝐹החלקיק ירגיש כוח , 𝑥המכוון בכיוון החיובי של ציר  𝐸חשמלי  = 𝑒𝐸 .וכתוצאה יזוז בכיוון הכוח הזה ,

 הפואנציאל הינו

𝑉𝑒𝑙𝑒𝑐(𝑥) = −𝑒𝐸𝑥 

𝐹ש: כל  = −𝑉𝑒𝑙𝑒𝑐
′ (𝑥) ההפרעה היא . 𝐶̂ = 𝑥̂ ו- 𝜆 = −𝑒𝐸כתוצאה מההפרעה ייוצר שינוי במומנט הדיפול . 

𝛿𝐷 = ⟨𝜓𝑔𝑠 |𝑒𝑥̂|𝜓𝑔𝑠 ⟩ − ⟨𝜓𝑔𝑠
(0)|𝑒𝑥̂|𝜓𝑔𝑠

(0)⟩ 

𝑛כאשר הנחנו שמצב היסוד הינו בעל האינדקס  = 𝑛𝑔𝑠תאםב. המצבים המעוררים ימוספרו בה- 𝑛 = 1,2, … .

 היא: הגל המופרעת יתפונקצ

𝜓𝑔𝑠(𝑥) = 𝜓𝑔𝑠
(0)(𝑥) − 𝑒𝐸𝜓𝑔𝑠

(1)
 

 :)בשמירת הסדר הראשון לפי השדה( השינוי במומנט הדיפול הוא

𝛿𝐷 = −2𝑒2𝐸⟨𝜓𝑔𝑠
(0)|𝑥̂|𝜓𝑔𝑠

(1)⟩ 

𝛼הפולריזנביליות  =
𝛿𝐷

𝐸
 ול לשדה המחולל השינוי. מכאן:היא היחס בין השינוי במומנט הדיפ 

𝛼 = −2𝑒2⟨𝜓𝑔𝑠
(0)|𝑥̂|𝜓𝑔𝑠

(1)⟩ 

 לפי תורת ההפרעות

⟨𝜓𝑔𝑠
(0)|𝑥̂|𝜓𝑔𝑠

(1)⟩ = ∑ ⟨𝜓𝑔𝑠
(0)|𝑥̂|𝜓𝑔𝑠

(0)⟩
⟨𝜓𝑚

(0)|𝑥̂|𝜓𝑔𝑠
(0)⟩

𝐸𝑔𝑠
(0) − 𝐸𝑚

(0)

𝑚≠𝑔𝑠

 

 ולכן:

𝛼 = 2𝑒2 ∑
|⟨𝜓𝑚

(0)|𝑥̂|𝜓0
(0)⟩|

2

𝐸𝑚
(0) − 𝐸𝑔𝑠

(0)

𝑚≠𝑔𝑠

. 

 זו נוסחא כללית לפולריזביליות.

 צא את הפולריזביליות של חלקיק בקופסא, במקרה זה,  מבתור יישום, נ

𝜓𝑛(𝑥) = √
2

𝐿
sin 𝑘𝑛𝑥,     𝐸𝑛 =

ℏ2𝑘𝑛
2

2𝜇
,     𝑘𝑛 =

𝜋𝑛

𝐿
,     𝑛 = 1,2,3,…  
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 ואז:

⟨𝜓𝑚
(0)|𝑥̂|𝜓𝑔𝑠

(0)⟩ =
2

𝐿
∫ sin 𝑘1𝑥
𝐿

0

sin 𝑘𝑚𝑥 𝑥𝑑𝑥 =
4𝐿

𝜋2
((−1)1+𝑚 − 1)

𝑚

(1 − 𝑚2)2
 

 :ואז

𝛼 = 2𝑒2 ∑
|
8𝐿
𝜋2

𝑚
(1 − 𝑚2)2

|
2

ℏ2𝜋2

2𝜇𝐿2
(𝑚2 − 1)𝑚=2,4,…

= 2𝑒2
2𝜇𝐿2

ℏ2𝜋2
64𝐿2

𝜋4
∑

𝑚2

(𝑚2 − 1)5
𝑚=2,4,…

 

𝛼 =
2𝜇𝑒2

ℏ2
128𝐿4

𝜋6
∑

𝑚2

(1 − 𝑚2)5
𝑚=2,4,…

 

 את הסכום האינסופי אפשר לסכם אנליטית. מקבלי:

𝛼 =
(15 − 𝜋2)

12𝜋4
𝜇𝑒2

ℏ2
𝐿4 ≈ 0.00439 ×

𝜇𝑒2

ℏ2
𝐿4 

 .שהפולריזביליות עולה באופן תלול עם אורך הקופסא רואים

  חשמלי בשדה מימן אטוםפולריזביליות של 

 : היא הפולריזביליות

𝛼 = 2𝑒2 ∑
|⟨𝑛𝑙𝑚|𝑧|100⟩|2

𝐸𝑛 − 𝐸1
𝑛>1,𝑙𝑚

. 

𝐸𝑛: האנרגיה רמות לנו ותידוע = −
𝐸ℎ

2𝑛2
𝑧.  נציב אינטגרלים לחשב הוא תרשנו כל, לכן  = 𝑟 cos 𝜃  מהסוג: 

⟨𝑛𝑙𝑚|𝑟 cos 𝜃|100⟩ = 𝑁100𝑁𝑛1𝑚∫ 𝑒
−
𝑟
𝑎0𝑅𝑛

1(𝑟)𝑟3𝑑𝑟∫ 𝑃𝑚
𝑙 (𝜃) 𝑐𝑜𝑠𝜃 sin 𝜃 𝑑𝜃∫ 𝑒𝑖𝑚𝜙𝑑𝜙

2𝜋

0

𝜋

0

∞

0

 

𝑚האינטגרל נתאפס, אלא אם  = 𝑙 -, ו0 =  :𝑛𝑝0וא רק על מצבי . כלומר הסכום ה1

𝛼 = 2𝑒2∑
|⟨𝑛10|𝑧|100⟩|2

𝐸𝑛 − 𝐸1

∞

𝑛=2

 

 :קרוב גס יתקבל אם נשתמש רק באיבר הדומיננטי של הסכוםב

𝛼 ≈
2𝑒2|⟨210|𝑧̂|100⟩|2

𝐸2 − 𝐸1
=
4𝑒2

𝐸ℎ

0.555𝑎0
2

−
1
4
+ 1

=
𝑒2

𝐸ℎ
2.96𝑎0

2 = 2.96
𝑎0
3

𝜅
 

4.5הניסיונית של אטום המימן היא  הפולריזביליות
𝑎0
3

𝜅
, אז הקירוב שלנו, שמזניח אברי חיוביים, חייב להיות קטן 

3 -אציו םנואמיותר, 
𝑎0
3

𝜅
 ירוב גס. לקרע לא . 

ביליות חישוב מדוייק של הפולאריזמתאפשר  מת יותר ממה שניתן כאןמתמאיקה מתקדת בעזר כינעיר 

𝛼הערך הניסיוני: קבל אז מתולעיל  אחמהנוס =
9

2

𝑎0

𝜅
 .  

 זימן אפקט

𝐶̂ הינו ההפרעה אופרטור זה שבמקרה 2 בדוגמה ראינו. מגנטי שדה של באפקט נתעניין כעת = 𝐿̂𝑧 רמת ואז 

𝐸𝑛𝑙𝑚 אנרגיה
(0)

 :לפי השדה ידי-על תושפע 
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𝐸𝑛𝑙𝑚
(1) = ⟨𝜓𝑛𝑙𝑚

(0) |𝐿̂𝑧|𝜓𝑛𝑙𝑚
(0) ⟩ = 𝑚ℏ 

𝜓𝑛𝑙𝑚 ש מכך נובע האחרון השוויון
(0)

 .𝑚ℏ עצמי ערך עם 𝐿̂𝑧 של עצמית ציהפונק היא 

𝑛 רמת על לדוגמה נסתכל = 𝐸2𝑙𝑚 היא שלה האנרגיה. 2
(0) = −

𝐸𝐻

8
𝑔 מנוונת הרמה.  =  בנוכחות. פעמים 4

 :פעמיים מנוונת מהן אחת, רמות שלוש -ל הזו הרמה של פיצול נראה, השדה

𝐸2𝑙𝑚(𝐵) = −
𝐸𝐻
8
−
𝑒𝐵ℏ

2𝜇
𝑚 

 :רכלומ

𝐸200(𝐵) = −
𝐸𝐻
8

 

𝐸211(𝐵) = −
𝐸𝐻
8
−
𝑒𝐵ℏ

2𝜇
𝑚 

𝐸210(𝐵) = −
𝐸𝐻
8

 

𝐸21−1(𝐵) = −
𝐸𝐻
8
+
𝑒𝐵ℏ

2𝜇
𝑚 

 – ושניה השדה עם לינארית עולה שלה האנרגיה – אחת. בשדה התלויות אנרגיה רמות יש מהמצבים לשניים

 . ספקטרוסקופים באמצעים לצפייה ניתן הרמות במבנה זה שנוי. השדה עם לינארית יורדת שלה האנרגיה

 ,יותר מאוחר. מגנטי שדה בנוכחות מתרחבים נתרן בלהבת הספקטרלים שהקוים 1896 -ב דיווח זימן פיוטר

 לורנץ. ספקטרלים קווים למספר הקווים של התפצלות בעצם היא שההתרחבות הראה, הרזולוציה את מששיפר

  .1902 -ב זו תליתג על נובל פרס קיבלו שניהם. האפקט של התיראורטי הסברה את נתן
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ובו  1922חלק מגלויה ששלח גרלאך לבורן בפברואר  

צילום של תוצאת הניסוי ובה רואים את הפיצול של 

האלומה האטומית. במכתב כתוב "מצורפת הוכחה 

אנטיזאציה כיוונית. אנו ממברכים ]אותך[ ניסיונית לקוו

 לרגל אישרור ניסיוני של התיאוריה שלך.

 של הבליעה את רואים". קרים" סודיום אדי מאירה( משמאל מוצגת כזו מנורה) נתרן מנורת: זימן אפקט הדגמת

 כדי עד מגנטי שדה הפעלת עם. מעומעמת ההארה עוצמת ובכלל, המנורה אור של הרקע על כצל הסודיום אדי

 נהיה הגז) עוד מתרחשת אינה הבליעה כלומר. גדלה מהמנורה ההארה ועוצמת נעלם הצל קילוגאוסים מספר

 (.שקוף

) -כלשהו ל lעם  ףבניסוי זימן רואים פיצול של רצ )2 2 1l´ 2 -במקום ל + 1l ו . למשל במקום שהיינ+

שישה. אין אפשרות להסביר זאת ללא הנחה שישנה עוד דרגת  -מצפים לפיצול לשלושה קווים רואים פיצול ל

חופש של תנע זוויתי, שאיננה מרחבית אלא פנימית של האלקטרון. דרגה זו הינה בעל תנע זוויתי 
1

2
s = .

י ואינו מפורט דיו להראות את המורכבות של המערכת, מתפצל לשני קווים הודות לספין. זהו הסבר פשטני מד

 אבל הסבר מדוייק יותר הינו מעבר למטרות הקורס הזה.

 אלקטרוני הרב האטום מבנה .31

𝑛המצב כי הקודם הפרק בסוף למדנו = 𝑙 -ו  2 =  את מפצל מגנטי שדה וכי המימן באטום פעמים 3 מנוון 1

 :הרמות

𝐸211(𝐵) = −
𝐸𝐻

8
−
𝑒𝐵ℏ

2𝜇
𝑚, 𝐸210(𝐵) = −

𝐸𝐻

8
,        𝐸21−1(𝐵) = −

𝐸𝐻

8
+
𝑒𝐵ℏ

2𝜇
𝑚 

 השדה עם עולה אחת רמהש ,רואים

(𝑚 = 𝑚) עימו יורדת שנייה רמה( 1− = 1 )

𝑚  מושפעת אינה שלישית מהרו = 0. 

 להעביר וגרלך שטרן החליטו 1922 בשנת

-לא מגנטי שדה דרך כסף אטומי אלומת

 של תיאוריות שתי בין להכריע במטרה הומוגני

 והתיאוריה הקלאסית התיאוריה: זוויתי תנע

בוהר  של התיאוריה. זומרפלד של הקוונטית

𝑙 הזוויתי שלתנע גרסה ומרפלדוז =  שני יש 1

 במצב הינו הערכיות אלקטרון כסף באטום כי חשבו תקופה באותה(. שגויה שהיתה יודעים אנו כיום) רכיבים

𝑙 = 𝑙 הוא שהמצב יודעים אנו כיום)  1 =  מגנטי בשדה כסף אטומי של אלומה להעביר הציעו וגרלך שטרן. (0

 ויידחאטומים עם הרכיב ההפוך וה הגבוה השדה אל כויימש הזוויתי התנע של אחד רכיבאטומים עם . אחיד לא

 אם רכיבים לשני האלומה תתפצל, כך. ממנו

לפי המכאניקה הקלאסית האלומה . צודק זומרפלד

צל כי רכיב התנע זוויתי לאורך תתרחב אך לא תתפ

  כיוון השדה אינו מקונטאט.

 מתפצלת שהאלומה בניסיון ראו באמת וגרלך שטרן

 . זומרפלדבוהר  לתיאורית הוכחה ראו בכך. לשתיים

𝑙 שמצב התברר יותר מאוחר מעט =  3 מכיל 1

 כיום, כמוכן... זומרפלד שחשב כפי 2 ולא רכיבים

 בעל הינו כסף אטוםב הערכיות אלקטרון: יודעים אנו

𝑙  זוויתי תנע =  ביסוד וההנחות התיאוריות כל. 0

 פיצול הראה הניסיון זאת בכל. שגויות היו הניסיון

 !לשניים

 ? לשניים מתפצלת כסף שאלומת כן אם יתכן כיצד

Uhlenbeck ו- Goudsmit לאלקטרון: 1925-ב שיערו 

𝑙  בשיעור" פנימי" זוויתי תנע יש =
1

2
 יזווית לתנע. 

 נבע רכיבים לשני הפיצול. ספין קוראים זה פנימי

 !האלקטרון של מהספין
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 והספין( SG) גרלך-שטרן ניסוי

. הזוויתי לתנע Z-רכיבי שני יש לאלקטרון כי ראו הומוגני-אי מגנטי בשדה כסף אטומי והעביר בהם מניסויים

2 תמיד הוא הרכיבין שמספר מכיוון 1l  הינו הפנימי הזוויתי שהתנע הסיקל ניתן, +
1

2
l  התנעש מכיוון. =

: s אחרת באות אותו מסמנים, רגיל זוויתי תנע איננו הפנימי הזוויתי
1

2
s . קלאסי אנאלוג זו לתנועה אין. =

 ההתקן דרך העוברת אלומה. גרלך-שטרן התקן להלן. אחר" שהומ" אלא מסתובבות מרחביות" זוויות" כאן אין
)נדמיין שכיוון התנועה של אטומי הכסף  Z, אחת מכוונת "מעלה" והשניה "מטה" בכיוון אלומות לשתי מתפצלת

 (:Yהוא לאורך ציר 

 

 (:קוונטית מכאניקה של אכסיומה) תוצאה אותה מניבה הספין של חוזרת מדידה

 

 בכיוון מכוון SG התקן דרך חודרים z -ציר לאורך up ספין היטל להם שיש אלקטרונים עם קרן כאשר קורה מה

x?  עכשיו הפיצול של האלומות הוא ימינה ושמאלה בכיווןX. 

 

האלומה שהלכה  אםכעת, בניסיונות, מתברר, דבר מפתיע: . שובימינה ושמאלה  חצי-חצי מתפצלת האלומה

 :נוספת פעם תתפצלהיא , SGz ךדרמעלה ואח"כ ימינה מועברת שוב 

 

, Zבכיוון חץ כלשהו בעל רכיב מסויים , אם הרגילים שלנו יום-בחיי היוםבדרך כלל, לפחות זה דבר מפתיע שכן 

: ברגע שמודדים את הערך של הספין . ואילו כאן מתברר שכןXבכיוון  שלורכיב הרי שזה לא אמור להפריע ל

 .מטה-וודאות בערכו בכיוון ניצב, היינו מעלהימינה, זה משפיע על ה-בכיוון שמאלה
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 :הצורה מן היא ספין של הגל שפונקצית נקבע לכן. ספין רכיבי שני לאלקטרון. לספין תיאוריה נבנה הבהכעת, 

ψ = (
𝑎
𝑏
) 

  הוא מעלה-ספין במצב האלקטרון שיימצא שהסיכוי היא הזו הגל פונקצית משמעות

𝑃(𝑠𝑝𝑖𝑛 𝑢𝑝) ≡ 𝑃(↑) = |𝑎|2 

 :והסיכוי לספין מטה הוא

𝑃(𝑠𝑝𝑖𝑛 𝑑𝑛) ≡ 𝑃(↓) = |𝑏|2 

 :הוא הנרמול תנאי, אפשרויות שתי רק שיש מכיוון

|𝑎|2 + |𝑏|2 = 1 

 :כך אם היא המנורמלת הגל פונקצית

ψ =
1

√|𝑎|2 + |𝑏|2
(
𝑎
𝑏
) 

 החפיפה אינטגרל. מצבים שני בין "חפיפה אינטגרל" להגדיר גם עלינו, ספין של קוונטית המכאניק להגדיר כדי

 :כך זאת נגדיר. חופפים מצבים שני כמה עד מתאר

𝜓 = (
𝑎
𝑏
)      𝜑 = (

𝑐
𝑑
) ;   ⟨𝜓|𝜑⟩ = (𝑎∗ 𝑏∗) (

𝑐
𝑑
) = 𝑎∗𝑐 + 𝑏∗𝑑 

 :1 להיות חייב עצמה עם פונקציה של שהחפיפה לתנאי הופך למשל הנרמול תנאי

1 = ⟨𝜓|𝜓⟩ = (𝑎∗ 𝑏∗) (
𝑎
𝑏
) = |𝑎|2 + |𝑏|2 

𝑚𝑧:אפשריות מדידה תוצאות שתי יש. מדיד גודל הוא z בכיוון הספין רכיב? הספין אופרטורי הם מה = ±
1

2
 .

 :כך z בכיוון הספין" אופרטור" את ניקח לכן

Ŝ𝑧 =
1

2
(
1 0
0 −1

) 

 :המסומנות עצמיות פונקציות שתי זה לאופרטור

𝛼𝑧 = (
1
0
)     𝛽𝑧 = (

0
1
) 

 :, הן "פונקציות עצמיות" ויש להן ערכים עצמיים מתאימים ובאמת

Ŝz𝛼𝑧 =
1

2
(
1 0
0 −1

) (
1
0
) =

1

2
(
1
0
) =

1

2
𝛼𝑧 

Ŝz𝛽𝑧 =
1

2
(
1 0
0 −1

) (
0
1
) =

1

2
(
0
−1
) = −

1

2
𝛽𝑧 

𝜓 כללית גל שפונקצית, רואים = (
𝑎
𝑏
 :מטה וספין מעלה ספין של תליניארי קומבינציה למעשה היא (

𝜓 = (
𝑎
𝑏
) = 𝑎 (

1
0
) + 𝑏 (

0
1
) = 𝑎𝛼𝑧 + 𝑏𝛽𝑧 

. Xבו הגרדיינטי של השדה המגנטי מכוון בכיוון  SGxכעת נוכל להסיק את פונקציות הגל של מתקן שטרן גרלך 

 כל כמו. xa:ב" ימינה" הקוונטי המצב את נסמןאלומה אחת תסטה "ימינה" והשנייה "שמאלה".  במתקן זה

 :קיים ספין של גל פונקצית

𝛼𝑥 = (
𝑎
𝑏
) 
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מתברר נסיונית  zSG התקן דרך עוברת (xSG בהתקן "ימינה" שסטו) 𝛼𝑥במצה  האטומים אלומת כאשר

(. ברור שהעוצמה 𝛽𝑧( והשניה "למטה" )מצב 𝛼𝑧, האחת סוטה "למעלה" )מצב אלומות לשתי מתפצלת היאש

. נסיונית מתברר 𝑏|2| -ושל השניה תהיה פרופורציונית ל 𝑎|2| -של האלומה הראשונה תהיה פרופורציונית ל

 :עוצמה, כלומרששתי האלומות בעלות אותה 

|𝑎|2 = |𝑏|2 

𝑎 :ביותר הפשוט המקרה ניקח, לדוגמה = 𝑏 .נירמול לאחר, ואז: 

𝛼𝑥 =
1

√2
(
1
1
) 

לשתי אלומות בעוצמה  𝑆𝐺𝑧, נסיונית אלומה כזו תתפצל במעבר דרך שוב? (𝛽𝑥"שמאלה" ) ספין מצב מהו

 :שווה, לכן

𝛽𝑥 = (
𝑐
𝑑
)    |𝑐| = |𝑑|  

 המתאיםההרמיטי  האופרטור - 𝑆̂𝑥 של עצמיות פונקציות שתיהן) 𝛼𝑥 -ל אורתוגנולי להיות חייב 𝛽𝑥 -ש ווןמכי

 :נקבל(, xSG למדידת

0 = ⟨𝛼𝑥|𝛽𝑥⟩ =
1

√2
(1 1) (

𝑐
𝑑
) =

1

√2
(𝑐 + 𝑑)  → 𝑐 = −𝑑 

𝑐 נבחר, לכן = −𝑑 =  :נירמול לאחר, ונקבל 1

𝛽𝑥 =
1

√2
(
1
−1
) 

 האופרטור זהו. 𝑆̂𝑥  האופרטור את לרשום נוכל, x בכיוון ספין של העצמיות הגל פונקציות את לנו משיש כעת

± עצמי ערך בעלות שלו עצמיות פונקציות הן אלו שפונקציות
1

2
 :ידי-על נתון 𝑆̂𝑥 אופרטורוקל לראות שה. 

𝑆̂𝑥 =
1

2
(
0 1
1 0

) 

 :נבדוק

𝑆̂𝑥𝛼𝑥 =
1

2

1

√2
(
0 1
1 0

) (
1
1
) =

1

2√2
(
1
1
) =

1

2
𝛼𝑥 

𝑆̂𝑥𝛽𝑥 =
1

2

1

√2
(
0 1
1 0

) (
1
−1
) =

1

2√2
(
−1
1
) = −

1

2
𝛽𝑥 

כמו שהצגנו את הספין ימינה כקומבינציה  ממש? SGxעוברת דרך  Zאלומה "מעלה" בכיוון כאשר מה קורה 

לינארית של ספין מעלה וספין מטה, נוכל גם להציג את הספין "מעלה" כקומבינציה לינארית של ספין ימינה 

 :וספין ושמאלה

𝛼𝑧 = (
1
0
) =

1

2
[(
1
1
) + (

1
−1
)] =

1

√2
(𝛼𝑥 + 𝛽𝑥) 

) "מעלה" הוא–שוות בעוצמתן )סיכוי מין ושמאל( ה)יהאולמה תתפצל לשתי אלומות ורואים, שגם כאן 
1

√2
)
2

=
1

2
 זה אמנם מה שנצפה בניסוי. (.

|𝑐|. למשוואה yאפשר לעשות לגבי ספין בכיוון שיקולים דומים  = |𝑑|  :מצאנו שני פתרונות𝑎 = 𝑏 או 𝑎 =

−𝑏 :אבל יש שני פתרונותת נוספים .𝑏 = 𝑖𝑎 ו- 𝑎 = −𝑖𝑏 כשמשתמשים בהם, אפשר להגדיר את מצבי הספין .

 :𝑦 בכיוון
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𝛼𝑦 =
1

√2
(
1
𝑖
),     𝛽𝑦 =

1

√2
(
𝑖
1
) 

 :כעת היהי 𝑦 בכיוון ספין אופרטורה. אלה מנורמלים ואורתוגונלים זה לז קל לראות שמצבים

𝑆̂𝑦 =
1

2
(
0 −𝑖
𝑖 0

) 

 ואמנם:

𝑆̂𝑦𝛼𝑦 =
1

2

1

√2
(
0 −𝑖
𝑖 0

) (
1
𝑖
) =

1

2√2
(
1
𝑖
) =

1

2
𝛼𝑦 

𝑆̂𝑦𝛽𝑦 =
1

2

1

√2
(
0 −𝑖
𝑖 0

) (
𝑖
1
) =

1

2√2
(
−𝑖
−1
) = −

1

2
𝛼𝑦 

. 𝑆̂𝑧 הספין את למעשה מודדים 𝑆𝐺𝑧 דרך האלומה את מעבירים כאשר. הניסוי אתלתאר מתמטית  ניתן עתה

𝛼𝑧 היא הגל פונקצית כלומר. מעלה שסטתה זו את לוקחים שנוצרות האלומות ימשת = (
1
0
 אכסיומת בגלל) (

(. המדידה בתוצאת שיצא העצמי לערך ששייכת העצמית הפונקציה היא הגל פונקצית ניסוי אחרי לפיה הקריסה

 את מודדים כ"אח
xS .היא הגל פונקציית כעת. מעלה כלפי תהשסט האלומה את שוב לוקחים 

𝛼𝑥 =
1

√2
(
1
1
 :𝑆̂𝑧 של העצמיים המצבים שני של ליניארית קומבינאציה כאמור הוא זה במצב אלקטרון. (

𝛼𝑥 =
1

√2
(𝛼𝑧 + 𝛽𝑧) 

 של המדידה תהליכי ,איכשהו! מעלה ספין בעלי הם מהחלקיקים חצי שרק שוב נגלה 𝑆𝑧 ןהספי במדידת,  לכן

 :קומוטטיביות אין שאומנם לבדוק ניתן. עוקבות מדידות של הסתברויות את משנים קומוטטיבים לא גדלים שני

𝑆̂𝑧𝑆̂𝑥 =
1

4
(
1 0
0 −1

) (
0 1
1 0

) =
1

4
(
0 1
−1 0

) 

𝑆̂𝑥𝑆̂𝑧 =
1

4
(
0 1
1 0

) (
1 0
0 −1

) =
1

4
(
0 −1
1 0

) 

[𝑆̂𝑧, 𝑆̂𝑥] = 𝑆̂𝑧𝑆̂𝑥 − 𝑆̂𝑥𝑆̂𝑧 =
1

2
(
0 1
−1 0

) = 𝑖𝑆̂𝑦 

 באופן דומה קל לבדוק שקיים:

[𝑆̂𝑦 , 𝑆̂𝑧] = 𝑖𝑆̂𝑥 ,   [𝑆̂𝑥, 𝑆̂𝑦] = 𝑖𝑆̂𝑧 

 כמוכן, נוכל לבנות את האופרטור של הספין הכולל בריבוע:

𝑆̂2 = 𝑆̂𝑥
2 + 𝑆̂𝑦

2 + 𝑆̂𝑧
2 =

1

4
[(
0 1
1 0

)
2

+ (
0 −𝑖
𝑖 0

)
2

+ (
1 0
0 −1

)
2

] =
3

4
(
1 0
0 1

) 

 :הוא כפולה של מטריצת היחידה. לכן אופרטור זה מתחלף עם כל ארבעת אופרטורי הספין 𝑆̂2 -רואים ש

[𝑆̂2, 𝑆̂𝑢] = 0,   𝑢 = 𝑥, 𝑦, 𝑧 

מנית את הספין הכולל של אלקטרון ואת אחד הרכיבים שלו אבל לא את כולם. אנו רואים, שאפשר למדוד בו ז

ה לאי וודאות לטת של ערך הספין מעלה/מטה מובילוזה בדיוק מה שאומרים לנו מתקני שטרן גרלך: ידיעה מוח

 מכסימלית בקביעת ערך הספין ימינה/שמאלה. 

 לספין אפשרויות שתי יש מרחבית ורביטלהא לכל? המימן באטום האלקטרון של הגל פונקצית נראית כיצד

 :רכים אלהעהמקבל שני  σהמשתמה של הספין הינו ן , לכ𝛽או  𝑧 :𝛼 בכיוון

Ψ𝑛𝑙𝑚(𝜉) = 𝜓𝑛𝑙𝑚(𝒓, 𝜎) 
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 האיסור ועיקרון פאולי עיקרון: זהים חלקיקים בין ההבחנה אי

,Ψ(𝜉1|חלקיקית -בגל קקציית בפונ 𝜉2, 𝜉3, … )|
 -ב 2ס' , חלקיק מ𝜉1י ב ומצ 1 מס'כוי שחלקיק צפיפות הסיהיא  2

𝜉2 .'וכו  

,Ψ(𝜉2| ,זאת לעומת 𝜉1, 𝜉3, … )|
 𝜉1 -ב 2' מס חלקיק ואילו 𝜉2 -בנמצא  1מס'  קיקחלש ייםוהסיכ יפותצפ היא 2

 . וכו'

, כך. זהים חלקיקים שני בין להבחיןאפשר קיים ניסוי שנ לא כי הוא קוונטית במכאניקה העקרונות אחד
 𝜉2 -ב 2' סמ חלקיק, 𝜉1 ב יומצ 1 'מס שחלקיק כויסיהו הזהים החלקיקים לכל שווה באופן מתייחס ההמילטוניאן

  וכו' 𝜉1 -ב 2' מס חלקיק ואילו 𝜉2 -בנמצא  1מס'  קיקחלשק לסיכוי חייב להיות שווה בדיו

  נדרושלכן,

|Ψ(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3, … )|
2 = |Ψ(𝜉2, 𝜉1, 𝜉3, … )|

2. 

 :נגדיר אופרטור חילוף חלקיקיםכעת 

P̂12Ψ(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3, … ) = Ψ(𝜉2, 𝜉1, 𝜉3, … ) 

P̂12  כי ברור
2
=  של העצמיים הערכים ,ולכן כי הפעלת האופרטור פעמיים מביאה חזרה למצב ההתחלתי 1

P̂12 ני סוגים של פונ' עצמיותשיש  זהים חלקיקים עבור, לכן. ±1 הם: 

Ψ(𝜉2, 𝜉1, 𝜉3, … ) = P̂12Ψ(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3, … ) = Ψ(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3, … )          ∶  זוגיות

Ψ(𝜉2, 𝜉1, 𝜉3, … ) = P̂12Ψ(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3, … ) = −Ψ(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3, … )          ∶  איזוגיות

כל החלקיקם בטבע הם במצב עצמי . P̂12מבחינת יסה קרמסתבר, שבטבע אנו מוצאים שכל החלקיקם עברו 

זוגי ואלה שהמצב שלהם -מתחלקים לשתי קטגוריות, אלה שהמצב שלהם תמיד מצב עצמי איהם  ןולכ. 𝑃12של 

 פרמיונים. –זוגי. הראשונים נקראים בוזונים והאחרונים עצמי תמיד 

 :הפרמיונים מקיימים אם כך, תמיד

Ψ(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3, … ) = −Ψ(𝜉2, 𝜉1, 𝜉3, … ) 

)המורכב שני  דויטריום וגרעין פוטונים. פרמיוניםחלקיקים מסוג  םה טונים והנייטרוניםו, הפרהאלקטרונים

 זה ועיקרון" פאולי עיקרון" מכונה הפרמיונים החלקיקים לקבוצת אלקטרונים של השיוך. בוזונים הםפרמיונים( 

 שני של הקואורדינאטות בהחלפת סימטרית-אנטי תהיה אלקטרונים המתארת גל פונקצית שכל דורש

 .הםכלש אלקטרונים

 אלקטרונים שני של גל פונקציות

 :סימטריה-האנטי תנאי את לקיים חייבת אלקטרונים שני של גל פונקצית

Ψ(𝜉1, 𝜉2) = −Ψ(𝜉2, 𝜉1) 

,𝜙(𝜉1 גל פונקצית שברשותנו נניח 𝜉2)  בפעולה  סימטרית לאנטי "להופכה" ניתן. זה תנאי מקיימת שאינה

 :הנקראת "הטלה"

𝜙(𝜉1, 𝜉2) → 𝜙(𝜉1, 𝜉2) − 𝜙(𝜉2, 𝜉1) 

,𝑓(𝑥 משתנים שני של הפונקציה נתונה: תרגיל 𝑦) = 𝑥𝑦2 .אם? סימטרית-או אנטי סימטרית וז פונקציה האם 

 .הסימטריזאצי אנטי עבורה בצע לא

,𝑓(𝑥 אם סימטרית אנטי היא הפונקציה: פתרון 𝑦) = −𝑓(𝑦, 𝑥) .נבדק: 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦2     𝑓(𝑦, 𝑥) = 𝑦𝑥2 
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𝑥)למשל, הציבו  סימטרית אנטי שאינה מיד ורואים = 1, 𝑦 = ,𝑓(𝑦, בצד ימין תקבלו 2 𝑥) = ,𝑓(𝑥ואילו  2 𝑦) =
 :סימטרית אנטי פונקציה בונה הסימטריזאצי-האנטי תהליך. (4

𝑓𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑦, 𝑥) = 𝑥𝑦
2 − 𝑦𝑥2 

 קל לראות ש:

𝑓𝐴(1,2) = 2,    𝑓(2,1) = −2 

 :ובאופן כללי

𝑓𝐴(𝑥, 𝑦) = −𝑓𝐴(𝑦, 𝑥) 

ות הן אנטיסימטריות יש השפעה עצונה על פונקציות הגל האלקטרוניעובדה שאלקטרונים הם פרמיונים. ל

נניח שהם במצב   ?ןהתנהגות האלקטרונים. למשל, מהו הסיכוי שלשני אלקטרונים יש את מקום וגם אותו ספי

,Ψ(𝜉1האנטיסימטרי  𝜉2)   :אזי צפיפות הסיכויים שיהיו באותו מקום וספין הוא .|Ψ(𝜉, 𝜉)|2 :וקיים 

Ψ(𝜉, 𝜉) = −Ψ(𝜉, 𝜉) 

,Ψ(𝜉ר: כלומ 𝜉) = . החוק הזה, לפיו הסיכוי ששני פרמיונים, או אלקטרונים במקרה שלנו, יכולים להיות באותו 0

 מצב קוונטי הוא אפס, נקרא כלל האיסור של פאולי.

 ההליום אטוםאלקטרונים הם פרמיונים: מבנה 

על מבנה אטומים. יות אלקטרוניות הן אנטיסימטריות, נחקור כעת את השפעת עובדה זו משראינו שפונקצ

 נתחיל באטום ההליום.

 לתת אפשר כיצד נראה םהבאי בפרקים. ההליום אטום של האלקטרונים שני של הגל לפונקצית קרוב נבנה

 אלקטרון כלומר, +He -ב נתבונן, ראשית. הקרוב את" לשפר" ניתן גם וכיצד מקורבת גל לפונקצית משמעות

 '. דוכ 1s ,2s 2p כלומר. מימן אטום דמויי סטאצינרים במצבים להמצא יכול זה אלקטרון .ההליום באטום דבוד

 משיכה אנרגיית, אלקטרון לכל קינטית אנרגיה מכיל ההמילטוניאן. האלקטרונים שני םע הליום על נסתכל, כעת

𝑍) פעמיים הטעון לגרעין אלקטרון כל של =  :זה את זה האקטרונים שני של דחייה וכן( 2

𝐻̂ =
𝒑1
2

2𝜇𝑒
−
𝑍𝜅𝑒2

𝑟1
+
𝒑2
2

2𝜇𝑒
−
𝑍𝜅𝑒2

𝑟2
+

𝜅𝑒2

|𝒓1 − 𝒓2|
 

 אליה סנתייח. האלקטרונים בין האינטראקציה ללא קודם בו נטפל לכן. מסובך כה בהמילטוניאן לטפל מאד קשה

" חושב" אלקטרון כל. +He ביון אלקטרונים שני של הוא מופרע-הלא ההמילטוניאן. יותר מאוחר הפרעה כאל

 שני בו המצב פשוט הינו כזה הליום של היסוד מצב. השני של תובנוכחו לחוש מסוגל אינו כי לבד שהוא

 :כן אם היא הגל פונקציה. 1𝑠2 -ב זו קונפיגורציה נסמן. 1𝑠 באורביטלת האלקטרונים

Φ𝑆=0,𝑚𝑧=0
(1𝑠2)

(𝒓1, 𝒓2) = 𝜙1𝑠(𝒓1)𝜙1𝑠(𝒓2) 

,Φ(r1בוע. נקבלהעיקרון מאחורי הבניה הזו הוא שאם נעלה ברי r2)
2 = ϕ(r1)

2ϕ(r2)
שזה אומר הסיכוי  2

הוא שווה למכפלה של הסיכויים שכן האלקטרונים בלתי תלויים זה  r2 -ב 2ואלקטרון  r1ב 1למצוא את אלקטרון 

 אינטראקציה(.בזה )אין ביניהם 

 אנטי איננה הפונקציה שנית? הספינים םע מה ראשית. בעיות שתי יש. טובה איננה זו גל פונקציתאבל 

, מצב באותו בדיוק להיות יכולים אינם האלקטרונים ששני יודעים כבר אנו. פאולי עיקרון שדורש כפי, סימטרית

 : 𝛽 ולשני 𝛼 ספין לאחד ניתן לכן

Φ𝑆=0,𝑚𝑧=0
(1𝑠2)

(𝒓1, 𝒓2) = 𝜙1𝑠(𝒓1)𝛼(1)𝜙1𝑠(𝒓2)𝛽(2) 

 :סימטריזציה-אנטי עבורה נבצע. כנדרש סימטרית-אנטי איננה היא. בעייתית הפונקציה דייןע

Φ𝑆=0,𝑚𝑧=0
(1𝑠2)

(𝒓1, 𝒓2) = 𝜙1𝑠(𝒓1)𝛼(1)𝜙1𝑠(𝒓2)𝛽(2) − 𝜙1𝑠(𝒓2)𝛼(2)𝜙1𝑠(𝒓1)𝛽(1)

= 𝜙1𝑠(𝒓1)𝜙1𝑠(𝒓2)(𝛼(1)𝛽(2) − 𝛼(1)𝛽(1)) 
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 במצב נמצא מהאלקטרונים אחד כל: הפיזיקלי הסיפור את מספרת וגם פאולי עיקרון את מקיימת זו פונקציה

1𝑠 ,מטה ספין עם והשני מעלה ספין עם האחד . 

Φ𝑆=0,𝑚𝑧=0שימו לב שסימנו את הפונקציה 
(1𝑠2)

𝑆 יםבאינדקס  = 𝑆𝑧 -ו 0 =  . נסביר כעת מדוע. 0

של שני  zב את היטל הספין האלקטרוני שלה. היטל הספין הינו סכום של היטל הספין בכיוון הבה נחש

 האלקטרונים הינו האופרטור:

𝑆̂𝑧 = 𝑆̂1,𝑧 + 𝑆̂2,𝑧 

 . כך:2רק על אלקטרון  𝑆̂2,𝑧 -ו 1פועל רק על אלקטרון  𝑆̂1,𝑧כאשר 

𝑆̂𝑧𝛼(1)𝛽(2) = (𝑆̂1,𝑧 + 𝑆̂2,𝑧)𝛼(1)𝛽(2) = (𝑆̂1,𝑧𝛼(1)) 𝛽(2) + 𝛼(1) (𝑆̂2,𝑧𝛽(2))

= (
1

2
𝛼(1)) 𝛽(2) + 𝛼(1) (−

1

2
𝛽(2)) = (

1

2
−
1

2
) 𝛼(1)𝛽(2) = 0 

 בדומה:

𝑆̂𝑧𝛼(2)𝛽(1) = 0 

 ולכן:

𝑆̂𝑧(𝛼(1)𝛽(2) − 𝛼(2)𝛽(1)) = 0 

𝛼(1)𝛽(2))כלומר פונקציית הספין  − 𝛼(2)𝛽(1)) ל היא מצב עצמי ש𝑆̂𝑧  עם ערך עצמיms = 0. 

 . ראשית, נשים לב ש:𝑆̂2נחשב את הספין הכולל  כעת

𝑆̂2 = (𝑆̂1,𝑥 + 𝑆̂2,𝑥)
2
+ (𝑆̂1,𝑦 + 𝑆̂2,𝑦)

2
+ (𝑆̂1,𝑧 + 𝑆̂2,𝑧)

2
 

 (:𝛽𝑧 -ו 𝛼𝑧 -מ 𝑧)כאן נשמי את  כעת, נשתמש בעובדה כי

𝑆̂𝑥𝛼 =
1

2
(
0 1
1 0

) (
1
0
) =

1

2
(
0
1
) =

1

2
𝛽 

𝑆̂𝑥𝛽 =
1

2
(
0 1
1 0

) (
0
1
) =

1

2
(
1
0
) =

1

2
𝛼 

 ומכאן נחשב: 

(𝑆̂1,𝑥 + 𝑆̂2,𝑥)
2
𝛼(1)𝛽(2) = (𝑆̂1,𝑥 + 𝑆̂2,𝑥) ((𝑆̂1,𝑥 + 𝑆̂2,𝑥)𝛼(1)𝛽(2))

= (𝑆̂1,𝑥 + 𝑆̂2,𝑥) (𝑆̂1,𝑥𝛼(1)𝛽(2) + 𝛼(1)𝑆̂2,𝑥𝛽(2))

=
1

2
(𝑆̂1,𝑥 + 𝑆̂2,𝑥)(𝛽(1)𝛽(2) + 𝛼(1)𝛼(2))

=
1

2
(𝑆̂1,𝑥𝛽(1)𝛽(2) + 𝑆̂1,𝑥𝛼(1)𝛼(2) + 𝛽(1)𝑆̂2,𝑥𝛽(2) + 𝛼(1)𝑆̂2,𝑥𝛼(2))

= (
1

2
)
2

(𝛼(1)𝛽(2) + 𝛽(1)𝛼(2) + 𝛽(1)𝛼(2) + 𝛼(1)𝛽(2))

=
1

2
(𝛼(1)𝛽(2) + 𝛽(1)𝛼(2)) 

 בדומה:

(𝑆̂1,𝑥 + 𝑆̂2,𝑥)
2
𝛼(2)𝛽(1) =

1

2
(𝛼(1)𝛽(2) + 𝛽(1)𝛼(2)) 

 ולכן:
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(𝑆̂1,𝑥 + 𝑆̂2,𝑥)
2
(𝛼(1)𝛽(2) − 𝛼(2)𝛽(1)) = 0 

𝑆̂1,𝑦)כעת נחשב את פעולת על  + 𝑆̂2,𝑥)
2

 נשתמש בעובדות כי: . 

𝑆̂𝑦𝛼 =
𝑖

2
(
0 −1
1 0

) (
1
0
) =

𝑖

2
(
0
1
) =

𝑖

2
𝛽 

𝑆̂𝑦𝛽 =
𝑖

2
(
0 −1
1 0

) (
0
1
) =

𝑖

2
(
−1
0
) = −

𝑖

2
𝛼 

 ואז:

(𝑆̂1,𝑦 + 𝑆̂2,𝑥)
2
𝛼(1)𝛽(2) = (𝑆̂1,𝑦 + 𝑆̂2,𝑦) ((𝑆̂1,𝑦 + 𝑆̂2,𝑦)𝛼(1)𝛽(2))

= (𝑆̂1,𝑦 + 𝑆̂2,𝑦) (𝑆̂1,𝑦𝛼(1)𝛽(2) + 𝛼(1)𝑆̂2,𝑦𝛽(2))

=
𝑖

2
(𝑆̂1,𝑦 + 𝑆̂2,𝑦)(𝛽(1)𝛽(2) − 𝛼(1)𝛼(2))

=
𝑖

2
(𝑆̂1,𝑦𝛽(1)𝛽(2) − 𝑆̂1,𝑦𝛼(1)𝛼(2) + 𝛽(1)𝑆̂2,𝑦𝛽(2) − 𝛼(1)𝑆̂2,𝑦𝛼(2))

= −(
1

2
)
2

(−𝛼(1)𝛽(2) − 𝛽(1)𝛼(2) − 𝛽(1)𝛼(2) − 𝛼(1)𝛽(2))

=
1

2
(𝛼(1)𝛽(2) + 𝛽(1)𝛼(2)) 

 ה:ובדומ

(𝑆̂1,𝑦 + 𝑆̂2,𝑦)
2
𝛼(2)𝛽(1) =

1

2
(𝛼(1)𝛽(2) + 𝛽(1)𝛼(2)) 

 ולכן:

(𝑆̂1,𝑦 + 𝑆̂2,𝑦)
2
(𝛼(1)𝛽(2) − 𝛼(2)𝛽(1)) = 0 

 בברור: לבסוף 

(𝑆̂1,𝑧 + 𝑆̂2,𝑧)
2
(𝛼(1)𝛽(2) − 𝛼(2)𝛽(1)) = (𝑆̂1,𝑧 + 𝑆̂2,𝑧)(𝑆̂1,𝑧 + 𝑆̂2,𝑧)(𝛼(1)𝛽(2) − 𝛼(2)𝛽(1))

= (𝑆̂1,𝑧 + 𝑆̂2,𝑧)0 = 0 

 מכל זה:

𝑆2(𝛼(1)𝛽(2) − 𝛼(2)𝛽(1)) = 0 

𝛼(1)𝛽(2)) -ורואים ש − 𝛼(2)𝛽(1))  הינו מצב עצמי של𝑆2  ומכיוון שהערך העצמי שווה ל0ערך עצמי עם ,- 

𝑆(𝑆 + S -, הרי ש(1 = 0 . 

Φ𝑆=0,𝑚𝑧=0 מצב של אנרגיהבי הגל מהי
(1𝑠2)

 :1𝑠 במצב אלקטרון של האנרגיה פעמיים פשוט היא האנרגיה? 

𝐸0
(1𝑠)2 = 2𝐸1𝑠 = −𝑍

2𝐸ℎ 

 :הוא אחד אלקטרון להוציא הדרושה האנרגיה ינויה, הליום של היוניזציה פוטנציאל זה מודל לפי

IP = E0
(1𝑠) − E0

(1𝑠)2 = 𝑍2𝐸ℎ (−
1

2
− −1) = 4 × 13.6𝑒𝑉 = 54.4𝑒𝑉 

𝐼𝑃𝑒𝑥𝑝:היא התוצאה. למדידה ניתן הליום של היוניזציה פוטנציאל = 24.59𝑒𝑉 . 

הערך הניסיוני הרבה יותר קטן מהערך התיאורטי: במציאות הרבה יותר קל להוציא אלקטרון ! עצום הבדל

 זו דחייה. הליום באטום האלקטרונים בין הדחייה את בחשבון לקחנו לא? בסדר לא מהמאשר לפי המודל שלנו. 
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 לפי. ההפרעות תורת באמצעות זה לאפקט קירוב לקבל נוכל. היינון פוטנציאל את ומקטינה היינון על מקלה

 :לחשב עלינו, לכן. שלה התצפית ערך פשוט הוא האנרגיה על ההפרעה אפקט זו תורה

𝐸𝑟𝑒𝑝 = ⟨Φ
(1𝑠2) |

𝜅𝑒2

|𝒓1 − 𝒓2|
| Φ(1𝑠

2)⟩ 

 :היא התוצאה. כאן אותו נבצע ולא מימדי-6 אינטגרל זהו

𝐸𝑟𝑒𝑝 =
5

8

𝑍

𝑎𝑜
𝜅𝑒2 =

5

8
𝑍𝐸ℎ 

 :כן אם היא םהליו של היסוד מצב אנרגייתהערכה מדוייקת יותר של 

𝐸0
(1𝑠)2 = 2𝐸1𝑠 + 𝐸𝑟𝑒𝑝 = −𝑍 (𝑍 −

5

8
)𝐸ℎ 

 :היא וניזציההי לפוטנציאל יותר מדוייקת הערכה, מכאן

IP = E0
(1𝑠) − E0

(1𝑠)2 = 54.4𝑒𝑉 −
5

8
𝑍𝐸ℎ = 20.4𝑒𝑉 

 .לניסוי יותר הרבה קרובה זו ובאמת

 הליום של מעוררים מצבים

 והשני 1𝑠 במצב נמצא אחד אלקטרון בה גל פונקצית לבנות נרצה כאן? ביותר הנמוך המעורר המצב לגבי מה

 :סימטריזציה אנטי נבצע כ"ואח. כזה סיפור נרשום הבה. 1𝑠2𝑠 הקונפיגורציה, כלומר. 2𝑠-ב

Φ = 𝜙1𝑠(𝒓1)𝛼(1)𝜙2𝑠(𝒓2)𝛼(2) → (𝜙1𝑠(𝒓1)𝜙2𝑠(𝒓2) − 𝜙1𝑠(𝒓2)𝜙2𝑠(𝒓1))𝛼(1)𝛼(2) 

 .סימטרי הספיני והחלק סימטרי אינטי המרחבי החלק סימטריזאציה האנטי שלאחר, רואים

 :ששני הספינים מטה גם אפשרות יש

Φ = 𝜙1𝑠(𝒓1)𝛽(1)𝜙2𝑠(𝒓2)𝛽(2) → (𝜙1𝑠(𝒓1)𝜙2𝑠(𝒓2) − 𝜙1𝑠(𝒓2)𝜙2𝑠(𝒓1))𝛽(1)𝛽(2) 

 2 ואלקטרון 1s -ב 1 אלקטרון" הסיפור לגבי מהולבסוף, . סימטרי מרחבי וחלק סימטרי-אנטי מרחבי חלק, שוב

 :"2s -ב

Φ = 𝜙1𝑠(𝒓1)𝛼(1)𝜙2𝑠(𝒓2)𝛽(2) → 𝜙1𝑠(𝒓1)𝛼(1)𝜙2𝑠(𝒓2)𝛽(2) − 𝜙1𝑠(𝒓2)𝛼(2)𝜙2𝑠(𝒓1)𝛽(1) 

 :"2s -ב 2 ואלקטרון 1s -ב 1 אלקטרון, "דומה סיפור יש אבל. ספיני וחלק מרחבי לחלק הפרדה אין כאן

Φ = 𝜙1𝑠(𝒓1)𝛽(1)𝜙2𝑠(𝒓2)𝛼(2) → 𝜙1𝑠(𝒓1)𝛽(1)𝜙2𝑠(𝒓2)𝛼(2) − 𝜙1𝑠(𝒓2)𝛽(2)𝜙2𝑠(𝒓1)𝛼(1) 

 :ולקבל הללו הסיפורים שני את לחבר נוכל

Φחיבור:  = (𝜙1𝑠(𝒓1)𝜙2𝑠(𝒓2) − 𝜙1𝑠(𝒓2)𝜙2𝑠(𝒓1))(𝛼(1)𝛽(2) + 𝛼(2)𝛽(1)) 

Φ:  חיסור = (𝜙1𝑠(𝒓1)𝜙2𝑠(𝒓2) + 𝜙1𝑠(𝒓2)𝜙2𝑠(𝒓1))(𝛼(1)𝛽(2) − 𝛼(2)𝛽(1)) 

 הם אלה. סימטרי ספיני וחלק סימטרי אנטי מרחבי חלק בעלי מהם שלושה. כ"סה מצבים ארבעה קיבלנו

 . 1 הוא הכולל הספין – טריפלט מצבי שלושה

ΦS=1,ms=1
1𝑠2𝑠 = (𝜙1𝑠(𝒓1)𝜙2𝑠(𝒓2) − 𝜙1𝑠(𝒓2)𝜙2𝑠(𝒓1))𝛼(1)𝛼(2) 

ΦS=1,ms=−1
1𝑠2𝑠 = (𝜙1𝑠(𝒓1)𝜙2𝑠(𝒓2) − 𝜙1𝑠(𝒓2)𝜙2𝑠(𝒓1))𝛽(1)𝛽(2) 

ΦS=1,ms=0
1𝑠2𝑠 = (𝜙1𝑠(𝒓1)𝜙2𝑠(𝒓2) − 𝜙1𝑠(𝒓2)𝜙2𝑠(𝒓1))(𝛼(1)𝛽(2) + 𝛼(2)𝛽(1)) 



 17 רועי בר' פרופ/ מבוא לקשר כימי
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Φ𝑆=1𝑚𝑧=1שימו לב שסימנו את הפונקציה 
(1𝑠2)

𝑆באינדקסים   = 𝑆𝑧 -ו 1 =  .. נסביר כעת מדוע1

𝑆בדומה למה שעשינו עבור  =  . ננקבל:𝛼(1)𝛼(2)על  𝑆̂2נוכל גם כאן לחשב את פעולת הספין הכולל  0

(𝑆̂1,𝑥 + 𝑆̂2,𝑥)
2
𝛼(1)𝛼(2) = (𝑆̂1,𝑥 + 𝑆̂2,𝑥) (𝑆̂1,𝑥𝛼(1)𝛼(2) + 𝛼(1)𝑆̂2,𝑥𝛼(2))

=
1

2
(𝑆̂1,𝑥 + 𝑆̂2,𝑥)(𝛽(1)𝛼(2) + 𝛼(1)𝛽(2))

=
1

2
(𝑆̂1,𝑥𝛽(1)𝛼(2) + 𝑆̂1,𝑥𝛼(1)𝛽(2) + 𝛽(1)𝑆̂2,𝑥𝛼(2) + 𝛼(1)𝑆̂2,𝑥𝛽(2))

=
1

4
(𝛼(1)𝛼(2) + 𝛽(1)𝛽(2) + 𝛽(1)𝛽(2) + 𝛼(1)𝛼(2))

=
1

2
(𝛼(1)𝛼(2) + 𝛽(1)𝛽(2)) 

 בדומה:

(𝑆̂1,𝑦 + 𝑆̂2,𝑦)
2
𝛼(1)𝛼(2) = (𝑆̂1,𝑦 + 𝑆̂2,𝑦) (𝑆̂1,𝑦𝛼(1)𝛼(2) + 𝛼(1)𝑆̂2,𝑦𝛼(2))

=
𝑖

2
(𝑆̂1,𝑦 + 𝑆̂2,𝑦)(𝛽(1)𝛼(2) + 𝛼(1)𝛽(2))

=
𝑖

2
(𝑆̂1,𝑦𝛽(1)𝛼(2) + 𝑆̂1,𝑦𝛼(1)𝛽(2) + 𝛽(1)𝑆̂2,𝑦𝛼(2) + 𝛼(1)𝑆̂2,𝑦𝛽(2))

= −
1

4
(−𝛼(1)𝛼(2) + 𝛽(1)𝛽(2) + 𝛽(1)𝛽(2) − 𝛼(1)𝛼(2))

=
1

2
(𝛼(1)𝛼(2) − 𝛽(1)𝛽(2)) 

 לבסוף:

(𝑆̂1,𝑧 + 𝑆̂2,𝑧)
2
𝛼(1)𝛼(2) = 𝛼(1)𝛼(2) 

 ולכן, סה"כ:

𝑆̂2α(1)α(2) =
1

2
(𝛼(1)𝛼(2) + 𝛽(1)𝛽(2)) +

1

2
(𝛼(1)𝛼(2) − 𝛽(1)𝛽(2)) + 𝛼(1)𝛼(2) = 2𝛼(1)𝛼(2) 

𝑆(𝑆 . מכיוון ש2עם ערך עצמי  𝑆̂2הינו פ"ע של  𝛼(1)𝛼(2) -רואים ש  +  , הרי ש𝑆̂2הוא הערך העצמי של  (1

𝑆(𝑆 + 1) = 𝑆. ולכן 2 = 1. 

𝛼(1)𝛽(2)) גםתרגיל: הראה ש + 𝛼(2)𝛽(1))   הינו פ"ע של𝑆̂2  עם𝑆 = 1. 

. מרחבית גל פונקצית אותה ולשלושתם בספין תלויה איננה האנרגיה כי אנרגיה אותה הטריפלט מצבי ושתלשל

 .שונה אנרגיה ולכן לטריפלט מאשר אחרת מרחבית תלותיש  לסינגלט אבל

 מכונה והיא 0 הוא הכולל הספין, סימטרי-אנטי ספיני וחלק סימטרי מרחבי חלק בעלת היא הרביעית הפונקציה

 :סינגלט

ΦS=0,ms=0
1𝑠2𝑠 = (𝜙1𝑠(𝒓1)𝜙2𝑠(𝒓2) + 𝜙1𝑠(𝒓2)𝜙2𝑠(𝒓1))(𝛼(1)𝛽(2) − 𝛼(2)𝛽(1)) 

 ביו דחייה פחות תהיה המצבים משני באיזה היא השאלה? לטריפלט או לסינגלט: יותר נמוכה אנרגיה יש למי

 אל זה יתקרבו האלקטרוני ששני הסיכוי כלומר, ימטריתס אנטי המרחבית הגל פונקצית בטריפלט. האלקטרונים

 בעל יהאשל הליום  הטריפלטי המעורר המצב המסקנה. יותר קטנה הטריפלטי במצב הדחייה לכן. קטן זה

 .הסינגלטי המעורר מהמצב יותר נמוכה אנרגיה

 ידי ניסויים. -ניבוי זה אמנם מאושר על


