
  היסוד מצב לחקר ושימושיו הווריאציה עיקרון .15

  הקדמה

 תורת על למדנו 10 בפרק. מקורב באופן ולו, אחרים מצבים או היסוד מצב את למצוא חשוב רבות בבעיות

  .נוספת כללית השיט נלמד אנו זה בפרק. קשות לבעיות כקירוב ההפרעות

  היסוד למצב הוריאציות שיטת

.Rayleigh-Ritz יץור -ריילי של המינימום וןעיקר על מבוססת הוריאציות שיטת
1
 אנרגיית ��� אם, זה עיקרון לפי 

  :���� מנורמלת גל פונקצית לכל אז המדויקת היסוד מצב

��� ≤ 	�
��
�
 
 של התצפית לערך  מינימום נותן ������ היסוד מצב, המנורמלות הגל פונקציות מכל כי היא הדבר משמעות

 את בעזרתם לקרב מעונינים ואנו, חופשיים פרמטרים עם מקורבות גל פונקציות ברשותנו אם, לכן. נרגיההא

 קבלת המאפשרים פרמטרים נבחר כך, באנרגיה ההורדה מדת את כקריטריון שנבחר הגיוני, היסוד מצב

  .לאנרגיה מינימום

���צמיים הע והערכים �� ההמילטוניאן של העצמיים המצביםנסמן : הוכחה = �� ≤ �� ≤ �� ≤ ⋯ �� ≤ ⋯ .

  :לרשום תמיד ניתן

� = � �����
 

 :תנאי הנרמול נותן

1 = ��|�� = �� �����
� � �����

� = � ����∗�,�
���|��� = � ����∗  �,��,�

= �|��|�
�

 

 :מקיים האנרגיה של התצפית ערך, ולכן

� = �� �����

��
 � �����

� = � ����∗ 	��
��
��

�,�

= � ����∗ �����|���
�,�

= � ����∗ �� ���,�
= �|��|����

≥ �|��|����
= �� 
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  תגובה של חלקיק בקופסא לשדה חשמלי: דוגמה

 הנח: חשמלי שדה עליו שמופעל בקופסא חלקיק של היסוד מצב' ופונ היסוד מצב לאנרגיית קרוב מצא

 :הראשון המעורר המצב עם מתערבבת שהיא בכך משתנה שדה ללא היסוד מצב של הגל שפונקציית

���� = �"���� + $"���� 

� לבחור ניתן מנורמלת תהיה הגל' שפונ כדי = cos $ - ו ) = sin   יהיה פרמטר הוריאציה. θ. ואז )

���� = cos ( "���� + sin ( "���� 

  נזכור כי הפונקציות של חלקיק בקופסא הן:

"���� = ,2. sin /01. �2      �� = ℏ�
25 /01. 2�

 

�� ההמילטוניאן  הוא: פתרון = 67 −  :ואז. הכוח על החלקיק  �9 כאשר  :��9

��(� = 	�;
��
�;
 = 	�;
67
�;
 − 9���;|�:|�;� 

  קיים:

	�;
67
�;
 = cos� ( 	"�
67
"�
 + sin� ( 	"�
67
"�
 + 2 cos ( sin ( 	"�
67
"�
 

  קיים: ̂ 6הם פונ' עצמיות של  ����" -ומכיוון ש

	�;
67
�;
 = �� cos� ( + sin� ( �� 

 :לגבי ערך התצפת של האנרגיה הפוטנציאלית

��;|�:|�;� = cos� ( �"�|�:|"�� + sin� ( �"�|�:|"�� + 2 cos ( sin ( �"�|�:|"�� 

 :מסימטריה קל להעריך

�"�|�:|"�� = .2 

:האטינטגרל היחיד שממש צריך להעריך כאן הוא  

�"�|�:|"�� = 2. = sin /1. �2 � sin >21. �? @�A
� = 2. × >.1?� = sin�C� C sin�2C� @CD

� = − 891� . 

  מכאן:

��;|�:|�;� = .2 − 891� . sin 2( 

  ערך תצפית האנרגיה היא אם כן:



��(� = �� cos� ( + sin� ( �� + 891� 9�. sin 2( 

  נמצא מינימום (נגזור ונשווה לאפס):

�G�(� = ��� − ���2 cos ( sin ( + 1691� 9�. cos 2( = 0 

2 - מכיוון ש cos ( sin ( = sin   נקבל: )2

tan 2(∗ = − 1691���� − ��� 9�. = − 16271� 9�.��  

Eרואים שאם  = )אז  0 = ����N;�כפי שצריך להיות, כי  0 =  זהו המקרה של מצב יסוד ללא השדה.  ����"

  אפשר להציב ערך זה בנוסחת האנרגיה ולקבל את מינימום האנרגיה. ∗)ברכע שמעריכים את 

  . לצורך זה נניח שהשדה חלש:בקרוב הוריאציונישל מצב היסוד  הפולריזביליותכעת, נחשב את 

2(∗ ≈ tan 2(∗ = − 16271� 9�.��  

  הפולריזביוליות מוגדרת כנגזרת הדיפול לפי השדה המקטב:

P = Q @	�;∗|�:|�;∗
@� = Q @@� >.2 − 891� . sin 2(∗? ≈ Q @@� >.2 − 891� .2(∗? = −Q 1691� . @(∗@�   
  ואילו:

2 @(∗@� = − 16271� 9.��  

  לכן:

P ≈ Q > 891�?� 23 9.�
�� ∝ .T  

מלבד שימו לב: ( האורך של הרביעית החזקה כמו – הקופסא גודל עם בחדות גדלה שהפולריזביליות, רואים

  .מתקבלת מאנליזת מימדים)עבור שדה חלש הקבוע הנומרי, תוצאה זו 

.   המשפט הויריאלי

והפוטנציאלית במערכות  הקינטית אנרגיה בין חשוב קשר להראות בכדי הוריאציה פטבמש נשתמש אנו

  .מסויימות בעלות חשיבות (למשל מולקולות)

  כלשהי. נגדיר מפשחת כיול של הפונקציה: ����נניח שבידינו פונקציית גל מנורמלת 

�U��� = VW��W�� 

  י קיים:כל אברי המשפחה הם פונקציות גל מנורמלות. כ



	�U
�U
 = = 
�U���
�@�X
YX = W = |��W��|�@�X

YX = = |��C�|�@CX
YX = ��|�� = 1 

  :�חזקה של המקום הבה נראה כיצד משפיע הכיול על ערכי תצפית שונים. למשל 

	�U|�:�|�U
 = W = ��W������W��@�X
YX = 1W� = ��W���W�����W��@W�X

YX = 1W� = ��C�C���C�@CX
YX

= 1W� ��|�:�|�� 

  , אנרגיה קינטית. ערך התצפית של האנרגיה הקינטית הוא:או

	�U
67
�U
 = W = ��W�� Z− ℏ�
25[ @�

@�� ��W��@�X
YX = Z− ℏ�

25[ W\ = ��W���GG�W��@�X
YX

= W� = ��C� Z− ℏ�
25[ �GG�C�@CX

YX = W�	�
67
�
 
 . �W-רואים שהכיול גורם להכפלת ערך התצפית של האנרגיה הקינטית ב

 אינטראקציותציאלים של תכונות הכיול של ערכי תצפית חשובות במיוחד לאטומים ומולקולות שכן הפוטנ

  ).x/1האלקטרונים בינם לבין עצמם ובינם לבין הפרוטונים הם פוטנציאלים קולונים (

 מצויים החלקיקים בה כלשהי מערכת של היסוד מצב של הגל פונקציית היא ���� ש המשפט הויריאלי: נניח

���[פוטנציאל  בבור = P�� כאשר P 0 שרכא למשל. קבוע 0 -ו פרמטר = ואז ( הרמוני פוטנציאל נקבל 2

α = �� _ = �� 0 כאשר או) �`5 = P- -ו 1− = −abQ�  מטען  עם מימן באטום אלקטרון של פוטנציאל זהוbQ  .(  

 :המערכת ונגדיר משפחת הכיול מצב היסוד של ����נניח כי 

�U��� = VW��W�� 

  הוא: ζערך התצפית של האנרגיה בפרמטר 

��W� = 	�U
��
�U
 = 	�U
67
�U
 + 	�U
]7
�U
 = W�	�
67
�
 + WY�	�
]7
�
 = W��6� + WY��]� 

 כאשר השתמשנו בסימון:

�6� = 	�
67
�
     �]� = 	�
]7
�
 
  כעת נמצא מינימום. קודם ניגזור:

�G�W� = 2W�6� − 0WY��d���]� 
  ידי השוואה לאפס:-נמצא על ∗W.  את ∗Wהממזער בסימון  Wנסמן את הפרמטר 

�G�W∗� = 0 

  ומכאן:



2W∗�d��6� = 0�]� 
 –בן משפחה בעצמו הרי מצב היסוד הוא … ממזער את האנרגיההמשפחה ה- בןיודעים מהו אבלל, בעצם אנו 

ζזה עם  =  :. לכן1

W∗ = 1 

  מכאן נקבל:

2�6� = 0�]� 
���[בור פוטנציאל מצב היסוד בזהו קשר מאד כללי, ל = P��.  

��� - זהו קשר חשוב ומעניין בין ערכי התצפית במצב היסוד. נשים לב שמכיוון ש = �6� +   נקבל: �[�

��� = /1 + 022 �]� = >1 + 20? �6� 

 :כי הדבר פירוש הרמוני בפוטנציאל

� = 2�6� = 2�]�         �Harmonic Potential, 0 = 2� 

  :כלשהי מולקולה כלומר, קולוני בפוטנציאל

� = −�6� = 12 �]� 
. וגרעינים אלקטרונים של כלשהו מספר עם למולקולה גם מתקבל זה שקשר להוכיח אפשר, אופן באותו בדיוק

   .הויריאלי המשפט ומכונה כללי מאד קשר זהו

  מיסוך: הואריאציה בשיטת הליום של דהיסו מצב אנרגיית

 מצב את מאכלסים האלקטרונים שני בו כמצב בקרוב תיארנו ההליום אטוםב האלקטרונים של היסוד מצב את

1s:   

�����k�l�, l�� = ����m������m��nP�1�o�2� − P�2�o�1�p 
  באשר:

����m� = qQYrstu 

 שני של ההמילטוניאן. הצירים בראשית נייח שהגרעין נניח, במימן כמו. וגרעין אלקטרונים שני יש בהליום

 לגרעין ממשיכתם הנובעת הפוטנציאלית מהאנרגיה, מהם אחד כל של קינטית מאנרגיה מורכב האלקטרונים

  :זה את זה מדחייתם הנובעת הקינטית ומהאנרגיה

�� = v���25w + v���25w − abQ�
x� − abQ�

x� + aQ�
|m� − m�| 



  :ביניהם והאינטראקציה מימן של המילטוניאנים שני של כסכום זה המילטוניאן נרשום

�� = v���25w − abQ�
x�yzz{zz|}�~

+ v���25w − abQ�
x�yzz{zz|}�k

+ aQ�
|m� − m�|yzz{zz|�~k

 

  :הוא הליום של ההמילטוניאן כלומר

 �� = ��� + ��� + ]7�� 

��Vנניח  כלומר, האלקטרונים בין הדחייה את לחלוטין להזניח שניתן קודם נניח =  ההמילטוניאן זה במקרה. 0

�� = ��� + He אטומי שני" מתאר ���
+"

 כמה עד לראות כדי! מדוייק הוא למעלה שרשמנו �����k התיאור, אז. 

IP :הנסיונית לתוצאה ונשווה זה מודל לפי הליום של היינון אנרגיית את נחשב, הקרוב גס = 0.9E�.  

  :הנוכחי בקרוה. הליום של היינון באנרגיית נתמקד

�� = ���Qd� − ���Q� = −2�� − 2�−2��� = 2�� 

  .הניסיוני מהערך מאד שונה המתקבל שהערך ורואים

 חזקה די היא זו דחייה. ��Vהאלקטרונית מהדחייה להתעלם פשוט אפשרות אין שבפועל מכך נובע ההבדל

 שימוש תוך, מקורב באופן זו בדחייה להתחשב לנסות אפשר. האנרגיה ועל הגל פונקצית על משפיעה ובוודאי

  ידי כיול:-נבנה משפחה על הבה. הוריאציה במשפט

���U �m� = VW\����Wm� 

  ואז:

�����kU �l�, l�� = ���U �m�����U �m��nP�1�o�2� − P�2�o�1�p 
 . אנרגיה למינימום הגורם זה – האופטימלי W -ה את נמצא

 :םנבצע את השלבים הבאי

���W : האנרגיה נחשב את .1 = ���W� + ���W� + ����W� = 2���W� + ����W� ערך �� כאשר 

���U במצב ��� של התצפית �m�� במצב   ��7[ של התצפית ערך ��� -ו�����kU
 . 

�∗��W� :�G�W של הנגזרת את המאפס  ∗ζ את נמצא .2 = 0. 
��נקבע את האנרגיה המינימלית היא .3�� = ��W∗� .ומזה את פוטנציאל היינון 

  :משפחת הפונקציות שלנו היא מסוג כיול לכן

6��W� = W�6��1� 

]��W� = W]��1� 

  היא: Hedהאנרגיה של יון 

�� = − b�
2 �� 



  לכן, לפי המשפט הויריאלי:

6��1� = −�� = b�
2 �� 

]��1� = 2�� = −b���  

  ומכאן:

��W� = 2nW�6��1� + W]��1�p + ����W� = b���nW� − 2Wp + ����W� 

  כעת נותר רק לחשב את :

��� = �����k� � aQ�
|x� − x�|� ���k� = 58 aQ�

�� Wb = 58 ��Wb 

 :מכאן

��W� = 2nW�6��1� + W]��1�p + ����W� = b���nW� − 2Wp + 58 ��Wb = �� >b��W� − 2W� + 58 Wb? 

  נגזור:

�G�W� = �� >b��2W − 2� + 58 b? 

  :∗ζנשווה לאפס לקבלת 

W∗ = 1 − 516b 

  ובהצבה:

��W∗� = �� >b� >1 − 516b? �>1 − 516b − 2? + 58 b� ? = −�� >b − 516?�
 

 :וריאציונית היאופונקצית הגל ה

�����k�x�, x�� = QYUr�s~dsk�tu = QY/rY ���2�s~dsk�tu  

b  מטען בעל גרעין סביב הסובבים מגיבים בלתי אלקטרונים שני תארתהמ גל פונקצית שזו רואים −  ,כלומר. ���

 את מחליש מעט אלקטרון כל: הגרעין של "חלקי מיסוך" כאן ישש, הדבר משמעות. מוחלש מטען עם גרעין

 . השני האלקטרון עבור הגרעין

Zעבורשל מצב היסוד  האנרגיה = 2 , E�ζ∗� = −2.85E�. 

  :היאפי הקרוב הווריאציוני -של הליום, עליית היינון ארגולכן 

IP = E�Hed� − E�ζ∗� = −2. E� − �−2.85E�� = 0.85E� = 23.1eV 



��0.9הנסיוני שהוא  לערך ,5%, עד כדי מאד הקרוב = 24.6Q] בתורת ההפרעות מסדר ראשון קיבלנו .

ואים שהטיפול הוריאציוני נותן התאמה טובה יותר, . ר)17%לאנרגיית היינון (סטיה של   ��0.75 הערכה של

  …אם כי, עדיין רחוקה הדרך

 אלקטרונים מרובי אטומים של אלקטרוני מבנה

Li -ב המצב את יודעים אנו. אלקטרונים שלושה זה באטום. בליתיום, הבא באטום נתבונן הבה
2+

 רמות: 

פעמים (הניוון  8 מנוונות 2p רמות שלושתו 2s כך ואחר), הספין ללבג( פעמיים מנוונת 1s הן האנרגיה

? החסרים האלקטרונים שני את מוסיפים כאשר קורה מה, כעת. ויש שני מצבי ספין בכל מצב) 4המרחבי הוא 

 ליתיום של היסוד לרמת קירוב לקחת ניתן. םההליו באטום שמצאנו כמו מיסוך תופעות שיש כבר יודעים אנו

  :הבאה מהצורה

Ψ��1,2,3� = ����m��P�1�����m��o�2�����m\�P�3� 

 :סימטריזציה-אנטי עבורה נבצע לכן, סימטריות- האנטי עיקרון את מקיימת איננה זו פונקציה

Ψ�1,2,3� = Ψ� �1,2,3� − Ψ��1,3,2� + Ψ��2,3,1� − Ψ��2,1,3� + Ψ� �3,1,2� − Ψ��3,2,1�
= ����m��P�1�����m��o�2�����m\�P�3� − ����m��P�1�����m\�o�3�����m��P�2�
+ ����m��P�2�����m\�o�3�����m��P�1� − ����m��P�2�����m��o�1�����m\�P�3�
+ ����m\�P�3�����m��o�1�����m��P�2� − ����m\�P�3�����m��o�2�����m��P�1� 

�Ψ��1,2,3 :כך בקיצור נסמנה הבה, זאת במקום. מסורבלת היא גל פונקציות לרשום זו דרך =  מה. |�1��2|

�Ψ��1,2,3 הפונקציה לגבי =  פי-על לקירוב בסיס להוות יכולה הללו הגל מפונקציות אחת כל? |��1��2|

, זו תוכנית מבצעים כאשר. היסוד למצב הקרובה היא ביותר הנמוכה האנרגיה את שתתן זו. הווריאציה משפט

Li ביון הרי? מדוע – השאלה נשאלת. �Ψ - מ נמוכה אנרגיה בעלת היא �Ψ כי מגלים
2+

 �2 -ו �2 לאורביטלות יש 

 . �2 - ו �2 בין להפרדה גורם סוךהמי אפקט אחד מאלקטרון יותר יש שכאשר מסתבר, ובכן? אנרגיה אותה

 :�2 -ו �2 �1 של הרדיאלית הצורה את נזכור זאת להבין מנת- על

ψ���x� = q��QYrstu 

ψ���x� = q��QY rs�tu >1 − bx2��? 

ψ���x� = q��xQY rs�tu 

 מהגרעין x במרחק אלקטרון אלמצו הסיכויים- צפיפות

 צפיפויות האורביטלות לשלושת. ���r�|�r|41 היא

 שאורביטלת רואים. משמאל בציור כמתואר סיכויים

1s 2 אורביטלת. לגרעין הצמוד אלקטרון מתארתs ו - 

2p יותר רחוק המצוי אלקטרון כלל בדרך מתארות .

 הגרעין את ביעילות ממסכים 1s -ב יםהאלקטרונ לכן

 גרעין רבה במידה מרגיש 2p או 2s -ב והאלקטרון



 להתקרב זניחה לא סיכויים-צפיפות יש 2s לאורביטלת אולם. 3 מטען במקום 1 מטען עם לגרעין קרוב, מוחלש

 אפקטיבי ותפח הוא 2s באורביטלת אלקטרון שמרגיש המיסוך מכך כתוצאה. פחות 2p אורביטלת ואילו לגרעין

 שני ידי-על פחות ממוסך( יותר טעון גרעין" רואה" 2s -ב אלקטרון אחרות במילים. 2p - ב אלקטרון שמרגיש מזה

 יש בו - �Ψ של מהאנרגיה נמוכה 2s -ב אלקטרון יש בו �Ψ של האנרגיה מכך כתוצאה) 1s -ב האלקטרונים

  .2p -ב ןאלקטרו

 רבי באטומים עוד מנוונות אינן המימן באטום מנוונות אורביטלות: האחרים באטומים גם קיים כזה אפקט

  .אלקטרונים

  :הואבטבלה המחזורית  הראשונהלאטומי השורה   היסוד מצב, לפיכך

2

2

2 2

2 2

2 2 2

2 2 3

2 2 4

2 2 5

2 2 6

1

1

1 2

1 2

1 2 2

1 2 2

1 2 2

1 2 2

1 2 2

1 2 2

H s

He s

Li s s

Be s s

B s s p

C s s p

N s s p

O s s p

F s s p

Ne s s p
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  א:הו �d�ההמילטוניאן של מולקולה כמו 

�� = �7��2� + �7��2� + �̂�

25
−

abQ�


x� −  ¡��

 −

abQ�


x� −  ¡��

+

b�Q�


 ¡�� −  ¡��

 

  :משוואת שרדינגר היא

��Ψ¢�x�,  ¡��,  ¡��� = �¢Ψ¢�x�,  ¡��,  ¡��� 

מאד לפתרון. אבל אפשר לפשט את הבעיה אם נזכור שהגרעינים כבדים אלפי ועשרות אלפי ה משוואב זו קש

מונים מאלקטרונים. לכן הם נעים לאט ואפשר להפריד בקרוב את התנועות האלקטרוניות והגרעיניות. לצורך 

  נרשום את ההמילטוניאן כך:זה, 

�� = 67£ + ��w + ab�Q�

 ¡�� −  ¡��
 

w��כאשר   במרחק  zעל ציר  הוא ההמילטוניאן האלקטרוני, המניח שהגרעינים קפואים   = | � −  �|:  



  10  רועי בר' פרופ/ מבוא לקשר כימי

  
10

��w¤ ¡��,  ¡��¥ = �̂�

25
−

abQ�


x� −  ¡��

 −

abQ�


x� −  ¡��

 

,��¡ ¤w��ים של מצא פונקציות עצמיות וערכים עצמיבשלב ראשון, נ ,��¡ -בהנחה ש ¥��¡    :קבוע ��¡ 

��¤ ¡��,  ¡��¥���x�;  ¡��,  ¡��� = ℰ¨� ¡��,  ¡������x�;  ¡��,  ¡��� 

;����xמשוואה זו מכונה "המשוואה האלקטרונית". מעצם היות   ¡��, פונקציות עצמיות של אופרטור כלשהו  ���¡ 

  :אורתוגונאליותאפשר להניח שהן 

���|��©� =  �,�©  

 ברור, בעצם שהערכים העצמיים תלויים רק בהפרש  = 
 ¡�� −  ¡��
. ניתן לפתח את � �¨ℰלכן נרשום להלן  

,�Ψ¢�xפונקציית הגל   ¡��, ;����xפוזיציה של הפונקציות העצמיות כסופר ���¡   ¡��,  ¡���:  

Ψ¢�x�,  ¡��,  ¡��� = � Φ¢,�� ¡��,  ¡������x�;  ¡��,  ¡���
�

 

,��¡ ��,¢Φהמקדמים  מקיימים אם  הם פונקציות של מיקום הגרעינים. ניתן לקבל משוואות שמקדמים אלה ���¡ 

�©��|���  ומנצלים את העובדה ש הפיתוח זה במשוואת שרדינגרמציבים את  =  �,�© .  

0בקרוב של בורן אופנהיימר מניחים שרק פונקציה אחת תורמת ממש לסכום, כלומר רק האיבר בו  =   חשוב: _

Ψ¢�x�,  ¡��,  ¡��� = Φ¢,¢� ¡��,  ¡����¢�x�;  ¡��,  ¡��� 

,��¡ �¢,¢Φואז המשוואה שמקיימת    היא, בקרוב: ���¡ 

67£Φ¢,¢� ¡��,  ¡��� + «¢�
 ¡�� −  ¡��
�Φ¢,¢� ¡��,  ¡��� = �¢Φ¢,¢� ¡��,  ¡��� 

«¢�
 ¡�� −  ¡��
� = ℰ¢�
 ¡�� −  ¡��
� + ab�Q�

 ¡�� −  ¡��
 

, משוואה זו, המכונה "המשוואה הגרעינית", היא משוואה מקורבת אומנם אבל מהווה במקרים רבים קרוב מצויין

  . בזכות העובדה שאלקטרונים נעים מהר ביחס לאלקטרונים

 


